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集合組織を有する金属材料の降伏曲面に関する研究
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１．緒言
金属材料の降伏条件については，等方材料としてｖｏｎＭｉｓｅｓあるいはTrescaの条件式
が用いられているが'),一般に，金属材料はその製造過程において方向性が生じ異方性材料
と考えられる。このような材料に対してHillはｖｏｎＭｉｓｅｓの条件式を補正して異方性材
料の降伏条件式を提案している2)。しかし，実際の実験結果ではいずれの条件式とも完全な
一致は見られず，また，材料によって異なる挙動を示すことが知られている。したがって，
塑性加工における応力やひずみの解析ではこれらいずれかの条件式を採用し結果に誤差が
含有する事を了解の上で解析に利用されてきた。
一方，有限要素法など解析技術の進歩とコンピュータの発達により解析精度が向上し，
それに見合うより高精度な降伏条件式および降伏に続く塑性変形の構成方程式を求める要
求が高まってきた3)｡そこで本研究ではまず塑性変形開始の条件すなわち降伏条件式につい
て，金属材料を種々な方向の結晶粒の集合体であることに着目し，比較的研究の進んでい
る単結晶のすべり変形理論を採用して，多結晶体の降伏条件式について検討を試みた。
２．解析方法
２１応力およびひずみの座標変換
材料の外形を基準とした座標系の座標軸をＸ1,Ｘ2,Ｘ３(応力成分を表す場合にＸ,Ｙ,Ｚ軸
と表示する事を併用した）とし，また，結晶の主軸をＸ,,Ｘ2,Ｘ３として，結晶の座標系から
みてＸ,(i＝1,2,3)の方向余弦をそれぞれ(111,112,113)とする。また，個々の結晶のＰ番目
のすべり系におけるすべり面の法線方向とすべり方向の方向余弦を結晶の座標系から見て
それぞれ(n1,,2,,3)および(b,,ｂ2,ｂ３）とする｡材料に負荷される応力およびそれによるひず
みを材料の外形を基準としてoijおよびeIj(i＝ｊの場合oij＝ｏ１，ｓ,j＝ｅ,,ｉ≠ｊの場合oij＝
zij,eIj＝γij)とすると，ｐ番目のすべり系のせん断応力でpは結晶の臨界せん断応力誌を越
すことが出来ないため，
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によって表される。また，ｐ番目のすべり系のせん断ひずみをγｐとし，すべり系の総数を
、とすると，材料外形座標におけるひずみは
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によって表される。
２．２多結晶金属の変形モデル
多結晶金属の塑性変形つぎのようにモデル化する。
１）各結晶粒は結晶塑性学でよく知られているようにすべり面上のすべり方向にのみす
べり変形をする。ここで，すべり方向は＋－の逆方向が考えられるが，これらを別のすべ
り系と考える。このことにより，γｐ≧Ｏとすることが出来る。すべり系はすべり面とすべ
り方向の組み合わせで面心立方品と体心立方品金属で異なり,ＦＣＣ金属ではすべり面は{111｝
面，すべり方向はく110>方向で組み合わせは24種，また，ＢＣＣ金属ではすべり面は{110)，
｛112}，｛123）面の３種，すべり方向はく111＞方向で組み合わせは96種存在する。
２）各結晶粒の変形はTaylorおよびＨｉｌｌが提案しているように，結晶粒が相互に拘
束して変形するため，材料内部では三方から拘束を受け，各結晶粒のひずみ成分は平均の
ひずみ成分に等しいものとする。すなわち,(1)および(2)式で応力成分はすべて未知である
が，ひずみ成分は平均値（材料全体のひずみ成分）に等しい。それに対して，薄板や材料
の表面近傍では表面に垂直な方向の拘束がなくなり，応力は０，ひずみは任意となる。す
なわち，応力成分はＯＸ,。MXYは未知，また，⑰＝ZYz＝ZZx＝０となり，ひずみ成分はＥｘ，
Ｓｍ,Xyは平均値に等しく，またＥｚ,γYz,）'２ｘは未知となる。
３）(1)式は、個の不等式であり，(2)式は６個の式に対して変数は、個あり，いずれの
場合も解は無数の組み合わせが存在する。そこで，最大塑性仕事の原理および最小せん断
ひずみエネルギの原理を採用する4)5)。すなわち，(1)式の解のうち塑性仕事
３３
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(3)
の最大のものが最適解であり，(2)式の解のうちせん断ひずみエネルギ
、
Ｕ＝＝ｚｚｌＰγｐ
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(4)
の最小のものが最適解である。
３．計算方法
多結晶体の各結晶粒が任意に分布しているとすると，結晶の対称性から，材料座標系の
X3軸の方向を結晶座標系の１つのステレオ三角内の方位で全てを代表出来る。そこで,Ｘ３
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図１Ｘ３方向（板面の法線方向）ステレオ三角形上
の分布と番号
図２結晶軸座標系における
Ｘ3方向
の方向を図１に示すように55種の方位で代表し,各方位は図２に示すようにＸ３方向をｘ１ｘ２
面に投影した方向、とｘ,軸のなす角をα,ｎ方向とＸ３方向のなす角をβとして,αとβを
5｡間隔とした。また，この１つのＸ３方位に対してＸ３に垂直な面上で任意の方向とＸ１軸の
なす角８として，０を５．間隔に72種を定めた。この場合Ｘ,,Ｘ２およびＸ３の方向余弦は
13,＝cosacosβ/ｿﾞI=百FZ7-5F17
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(5)
となる。ここで，Ｘ'に垂直な面上の任意の方向として(1,2,-1,,,0)方向を採用した。
応力の計算は
３
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とおくと，材料の中心部では(1)式は，ｆＦ＋f:＋f;＝Ｏであることを考慮して，
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図３計算で用いた集合組織の反転極点図
(。）
表１図３の板面および圧延方向の反転極点図の組み合わせ
となり，各結晶粒の未知の応力およびせん断ひずみ成分は(7)または(8)式を制限条件とし
て目的関数(3)式を最大にするか，または,(9)または(10)式を制限条件として目的関数(4)を
最小にする事により得られる。これを全結晶粒について，図１に示したＸ３軸のステレオ球
面上での面積および集合組織による結晶の存在確率を考慮して重み付き平均によって多結
晶体の降伏応力を決定した。
集合組織は板材を想定してＸ３軸を板面,Ｘ,軸を圧延方向として,それぞれの方向が図３
に示す５種の反転極点図を仮して集合組織の影響を調べた。集合組織の可能な組み合わせ
を表１に示す。結晶の存在確率として近以的に両方向の反転極点図で表される確率の積と
仮定した。
３．解析結果および考察
表１の集合組織Ａは板面および圧延方向が共に集合組織を持たない材料で等方性材料と
考えられる。したがって，ＢＣＣおよびＦＣＣ材料の集合組織Ａの解析結果をＬｏｄｅの応
力パラメータで整理すると図４のようになる。この図でTrescaの降伏条件は横軸と一致
し，ｖｏｎＭｉｓｅｓの降伏条件を点線で表している。これらの図から明らかなようにＢＣＣ材
料ではｖｏｎＭｉｓｅｓの説に比較的近いが，ＦＣＣ材料ではTrescaとｖｏｎＭｉｓｅｓの両説のほ
ぼ中間の値を示している。このことは，すてに報告されている実験結果ともほぼ一致して
いる。これに対して，薄板あるいは表面層では集合組織Ａの場合でも，結晶の方位が等方
的であっても拘束に方向性があるためＬodeの応力パラメータで整理出来ない。
図５は集合組織を持たない材料で，⑱＝ZYz＝ZZx＝０で，さらに，ZXY＝Ｏの場合の降
伏応力値を横軸にＯＸ，縦軸に０Ｖをとってプロットした図である。この図でTrescaの条件
集合組織の番号 ＡＢＣＤＥＦＧ
板面の法線方向（Ｘ３） (a）（b）（b）（c）（c）（c）（｡）
圧延方向（Ｘ,） (a）（b）（c）（b）（c）（｡）（c）
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図４Ｌｏｄｅの変数で表示した等方性材料の降伏応力
式を一点鎖線で，またvonMisesの条件式を点線で表した。これらの図からも明らかなよ
うにＢＣＣ材料ではvonMisesの説に近く，ＦＣＣ材料ではTrescaの説に近く，拘束の少
ない表面層では内部よりTrescaの説に近いことが解る。図６は集合組織を有する場合の
一例であって，TrescaやｖｏｎＭｉｓｅｓの条件からは大きくずれ，ＸとＹ方向の降伏値に
も差異が生じている。このような，異方性材料に対する降伏応力の近似式としてHillが提
案した次式
の(oij)＝Ｆ(ｏＹ－⑰)2＋Ｇ(o2-0X)2＋Ｈ(oX-dY)２
＋2LZfz＋2Ｍ戯＋2ＮＺｆｖ (11）
を用いて整理した2)。ここでＦ,Ｇ,Ｈ,Ｌ,ＭおよびＮは異方性の強さを表すパラメータで，
等方`性材料ではＦ＝Ｇ＝Ｈ＝１，Ｌ＝Ｍ－Ｎ＝３である｡(11)式の異方性パラメータＦ,Ｇ，
ＨおよびＮを解析データから回帰し，それを図５および図６に実線で記した。これらの図
で見られるように異方性パラメータによってある程度の近似は出来るが，不完全で部分的
には大きくずれていることが認められる。表２は種々な集合組織および結晶系のＸ方向と
Ｙ方向に引っ張り変形による降伏応力値は集合組織の状態により約10％程度の差異があり，
また，Ｘ方向とＹ方向の差異は数％程度である。
zXYの降伏条件におよぼす影響は図７に示す。この図はzkY＝ＯでTresca条件式に最も
近いＦＣＣ材料の薄板の場合を示しているが,Trescaの条件式からは大きくずれ,ｖｏｎＭｉｓｅｓ
またはHillの条件式を用いないと近似することが出来ない。
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図５集合組織が無い材料の降伏曲面
一点鎖線；Trescaの条件点線；ｖｏｎＭｉｓｅｓの条件実線；Ｈｉｌｌの式○印；計算値
４．結言
ＢＣＣ材料およびＦＣＣ材料についてTaylorおよびＨｉｌｌによって提案された塑性変形
モデルを用いて集合組織を持つ金属材料について降伏応力値を解析して次のような結果を
得られた。
ｌ・等方性材料の降伏条件式はＢＣＣ材料ではほぼｖｏｎＭｉｓｅｓの条件式に近いが，ＦＣＣ
材料では両説のほぼ中間の条件式になる。
２．薄板の降伏応力は普通の場合よりややTrescaの説により近い降伏条件式を示し，
降伏応力値も小さくなる。
３．集合組織を有する場合にはTrescaやｖｏｎＭｉｓｅｓの条件式からは大きくずれ，異方
性パラメータを導入したＨｉｌｌの式を用いる必要がある。
４．特に，せん断応力成分がある場合にはＨｉｌｌの近似式を適用する必要がある。
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図６集合組織Ｄの材料の降伏曲面
一一点鎖線；Trescaの条件点線；ｖｏｎＭｉｓｅｓの条件実線；Ｈｉｌｌの式○印；計算値
表２集合組織を有する材料の降伏応力値(ob/圧）
Ｘ方向 Ｙ方向
集合組識
B､Ｃ､Ｃ材料
中心部 表面層
Ｘ方向 Ｙ方向 Ｘ方向 Ｙ方向
F,Ｃ､Ｃ材料
中心部 表面層
Ｘ方向 Ｙ方向
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図７zkyの降伏曲面のおよぼす影響（集合組織Ａ）
一点鎖線；Trescaの条件点線；ｖｏｎＭｉｓｅｓの条件実線；Ｈｉｌｌの式○印；計算値
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StudyofYieldSurfaceonMetalswithTexture
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Yieldstressesarecalculatedusingplasticdeformationmodelsthatproposedby
TaylorandHilLTheresultsaresummarizedasfollows・
LYieldsurfacesonisotropicmaterialsarenearlyagreementwithvonMises's
hypothesisofplasticyieldonBccmetals・ButyieldsurfacesofFccmetalsarein
agreementwithneithervonMises'snorTresca'ｓtheory・
zYieldsurfacesonthinplatesareslightlyclosertoTresca'shypothesisofplastic
yieldYieldstressesonthinplatesarelessthanthoseonbulkmaterials、
３.YieldsurfacesonanisotropicmaterialsareapproximatedwithHill'sequations・Ｉｎ
ｃaseofexistingshearstress，Hill'sequatitnsareavailable
